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1. Постановка задачи
В [1] решена задача формирования портфеля
ценных бумаг на основе динамического програм-
мирования, допускающая точное решение. Данная
работа посвящена теоретическому исследованию
свойств капитала портфеля при использовании оп-
тимального управления, полученного в [1]. Систе-
ма обозначений та же, что и в [1].
2. Основные результаты
Утверждение.
При оптимальном управлении капитал X(t)
определяется уравнением
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(4)
(5)
Доказательство:
Уравнение (1) получается в результате подста-
новки уравнения (7) из [1] в (54) из [1].
Теорема 1.
Среднее значение капитала X
–
(t)=M{X(t)} опре-
деляется уравнением
(6)
где b1(t) и b2(t) определены в (2), (3), решение, кото-
рого имеет вид
(7)
где
(8)
Доказательство:
Пусть процесс X(t) определяется стохастиче-
ским дифференциальным уравнением
(9)
где W(t) – винеровский процесс. В нашем случае,
как это следует из (7) в [1]
Проинтегрируем уравнение (9)
(10)
Математическое ожидание от (10) имеет вид
Так как математическое ожидание от стохасти-
ческого интеграла равно нулю [2], то есть
M{∫0
t
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По теореме из [1] оптимальное управление
определяется формулой
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С учетом (12)
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Дифференцирование (14) приводит к (6).
Уравнение (6) является линейным неоднородным
дифференциальным уравнением. Общее решение со-
ответствующего линейного однородного уравнения
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Поскольку то X
–
(t)=Ce–βt.
Найдем частное решение линейного неодно-
родного дифференциального уравнения, для этого
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Тогда
(18)
(19)
Делая замену переменных eλ1t=z, dz=λ1eλ1dt, 
в (18), получаем
(20)
Делая замену переменных eλ3t=z, dz=λ3eλ3dt, 
в (19), получаем
(21)
Подстановка (20), (21) в (17) дает
(22)
Затем подставляя (22) в (16) получаем
(23)
Подстановка (23) в (15) дает
(24)
Используя начальное условие для капитала
X(t0)=X0, t0=0, найдем константу С
(25)
Подставляя (25) в (24) получаем (7).
Теорема 2.
Математическое ожидание X
–
2(t)=M{X2(t)} опре-
деляется уравнением
(26)
где b1(t) и b2(t) определены в (2), (3), а решение име-
ет вид
(27)
Доказательство:
Рассмотрим процесс ϕ(X(t))=X2(t). Тогда по
формуле Ито [2]
(28)
где с учетом (1)
(29)
(30)
Подстановка (29), (30) с учетом Утверждения в
уравнение (28) для процесса ϕ(X(t))=X2(t) дает, что
После преобразований последнего выражения
получаем
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Тогда аналогично (6) получаем уравнение (26).
Найдем решение уравнения (26). Уравнение вида
является линейным неоднородным дифферен-
циальным уравнением с переменными коэффици-
ентами, общее решение которого имеет вид [3]
(31)
где константу интегрирования  находим из началь-
ного условия y(0)=y0. Применим формулу (31) к
уравнению (26)
(32)
Введем обозначение
Использование формул (2),(3) для b1(t) и b2(t)
дает, что
(33)
Пусть
где ∆ определена в (8).
Нахождение θ1.
Сделаем замену переменных γ1=r–β–2µ,
γ2=β–r. Тогда
где α=1.
Воспользуемся формулой
приведенной в [4], где Г(α) есть гамма-функция,
которая имеет вид Г(α)=∫0
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tα–1e–tdt. В нашем случае
α=1, n=2. Пусть t→∞, тогда
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Нахождение θ2.
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γ2=β–r, α=1, n=2. Тогда
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Нахождение θ3.
Сделаем замену переменных γ1=r–3β, γ2=β–r,
α=1, n=2. Тогда
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получаем
(37)
Используя начальное условие для капитала
X
–
(t0)=X
–
0, t0=0, найдем константу C
1
1
1
2 ( ) ( )
2 2
0
2 2
2( )
0
2( 1)
0
2( )2
0
( ) ( )
( )
( ) ( 1)
( 1)
( 2 ) ( )
2( 1)
( 1)
( ) ( )
( 1)
( 1)
( ) ( )
r t r t
k
r t
k
t
k
k
k
r t
k
X t Ce r e
X r
r
k
e
r r k
e
k
r r k
k
e
r r k
β β
β
µ β
µ
β
β
µ β β
β µ β
µ β
β β
µ β
β β
− −
∞
− −
=
− +
∞
=
∞
−
=
= + + =
−
= ×
− − +
 + ∆
− − − + − 
 − − + ×
 
× + ∆ × + − − + −

 + ∆
+ − + − + − 
∑
∑
∑
.




1
2
1
2 2 1
1
3 1 2 20
2
2( )2 2 2
0
2 2
0
( )
( ) ( )
( 1) ( )
( ) ( 1)
( 1)
(1) .
( ) ( )
t
r t
k
k
b e
d
b e
X r e
r
k
r r k
γ ξα
γ ξ
µ
ξθ ξ
µ β β
µ β β
β β
−
−
∞
=
= =
−∆
− + −
= ×
− − +
+ ∆
×Γ
− + −
∫
∑
1
2
1
1
2 1 2 20
2
2( )2
2
0
1
( ) ( )
( ) ( 1)
(1) .
( ) ( )4( 1)
t
r t k
k
e
d
b e
r e k
r r kr
γ ξα
γ ξ
β
ξ
θ ξ
β
µ ββ
−−
− − ∞
=
= =
−∆
− + ∆
= Γ
− − + −− +
∫
∑
( )
1
2
1
1 2 1
1
1 1 2 20
2
1 2
1
1 2
02 1 2 2
22 2
0
2 2
0
( )
( ) ( ( ))
( )(1) ( 1)
1! ( ) ( 2 )
( )
( ) ( 1)
( 1)
(1) .
( 2 ) ( )
k
k
r t
k
k
b e
d
b e
b k
b k
X r e
r
k
r r k
γ ξα
γ ξ
β
ξ
θ ξ
γ γ γ
β
µ β β
β µ β
−−∞
∞
=
− −
∞
=
= =
+ −∆
Γ + ∆
= =
+ +
−
= ×
− − +
+ ∆
×Γ
− − + −
∫
∑
∑
1 1
0
0
( ) ( 1) ( )
,
( ) ( 1)! ( )
x n k
qx
k
x e k z
dx
e z n qk qn
α ρ
α
α
ρ
− − −∞∞
=
Γ + −
=
+ − + +∑∫
1 1
2 2
1 2 1 2 1
1 1
1 1 2 2 1 2 20 0
2 2
( ) ( )
,
( ) ( ) ( ) ( ( ))
t tb be e
d d
b e b e
γ ξ γ ξα
γ ξ γ ξ
ξ
θ ξ ξ
− −−
= =
−∆ + −∆∫ ∫
1 2 (2 )
1
1 1 2 ( ) 20
2
( 2 )
2 1 2 ( ) 20
2
2 2 (3 )
1
3 1 2 ( ) 20
2
( )
,
( ) ( )
1 ,
( ) ( )
( )
,
( ) ( )
rt
r
rt
r
rt
r
b e d
b e
e d
b e
b e d
b e
µ β ξ
β ξ
µ β ξ
β ξ
β ξ
β ξ
θ ξ
θ ξ
θ ξ
− +
−
− +
−
−
−
=
−∆
=
−∆
=
−∆
∫
∫
∫
1 2 2 ( )
1
1 ( ) 20
2 2
( ) ( )
1 2
1 1 1 ( ) 20
2 2
2 2 2 ( )
1
1 ( ) 20
2 2
( )
( ( ))
2
( ( ))
( )
.
( ( ))
r
t
r
r
t
r
r
t
r
b e e
d
b e b
e e
b b d
b e b
b e e
d
b e b
µξ β ξ
β ξ
µ β ξ β ξ
β ξ
βξ β ξ
β ξ
θ ξ
ξ
ξ
ξ
ξ
ξ
− −
−
+ − −
−
− −
−
= −
−
− +
−
+
−
∫
∫
∫
2
( )1
20
2
( )
.
( )
t
rb e d
b
β ξξθ ξ
ξ
−= ∫
2
0
2
1
20 0
2
2
( ) ( ) ( )1
20
2
( ) exp{ ( ) }
( )
( ) exp{ ( ) }
( )
( )
( ) .
( )
t
t
t
r t r t r
X t r d
b
r r ds d C
b
b
Ce r e e d
b
ξ
β β β ξ
β ξ
ξ
β β ξ
ξ
ξ
β ξ
ξ
− − − −
= − − ×
 
× + − + = 
 
= + +
∫
∫ ∫
∫
0
0 0
( ) exp{ ( ) }
[ ( ) exp{ ( ) } ].
t
t
y t p d
q p s ds d C
ξ
ξ ξ
ξ ξ
= − ×
× +
∫
∫ ∫
( )
( ) ( ) ( )
dy t
p t y t q t
dt
= − +
Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 6
12
(38)
В результате подстановки (38) в (37) получаем (27).
Теорема 3.
Пусть
(39)
есть дисперсия капитала. Тогда
(40)
Доказательство:
Получим уравнение для (X–(t))2. Так как 
то с использованием (6) получим
(41)
С учетом (39) получаем
(42)
Подстановка (26), (41) в (42) приводит к (40).
Теорема 4.
Дисперсия капитала определяется формулой
(43)
где
Доказательство:
В результате подстановки (7) и (27) в (39) и по-
следовательных преобразований получаем (43).
Заключение
Совместно с [1] проведено полное теоретиче-
ское исследование одной задачи формирования
портфеля капитала как задачи оптимального упра-
вления стохастической системой с интегральным
критерием качества.
Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и науч-
но-педагогические кадры инновационной России» на
2009–2013, проект № 14.B37.21.0861.
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